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Os eventos ocorrem na natureza de maneira aleatdria, entretanto, podemos encontrar
algum padrdo ou regularidade nos acontecimentos do dia a dia. A Estatistica busca prever ou
representar os fatos da melhor maneira possivel, para tanto podemos ajustar algum modelo
probabilistico para os dados obtidos.

Do ponto de vista da modelagem de dados, é comum a suposicdo de independéncia entre
as varidveis ou componentes envolvidos no estudo, que em geral é matematicamente conveniente,
mas muitas vezes inadequado para se representar a realidade. Na pratica, em muitas aplicacdes, é
comum a existéncia de algum tipo de associag@o entre as varidveis. Este tipo de associacio pode ser
completamente descrito pela funcdo de distribui¢cdo conjunta, pois ela é capaz de representar a
relacdo de dependéncia entre as varidveis.

O enfoque serd dado a observacgdes que envolvem tempos de falha, portanto defini¢des e
distribuicdes relacionadas a Andlise de Sobrevivéncia serdo utilizadas. Em particular o estudo seréd
feito para o caso bivariado. Diversos enfoques t€m sido considerados quando se lida com dados de
sobrevivéncia correlacionados. Oakes (1989) considera que os tempos de falhas marginais sdao
considerados condicionalmente independentes, dado que uma varidvel de fragilidade é conhecida
(uma varidvel aleatéria ndo observédvel que estabelece a relagdo de dependéncia entre os tempos de
falha).

Alternativamente, temos uma maneira consideravelmente simples para estabelecer a
estrutura de associacdo. Pela técnica de Copulas pode-se modelar a relacdo de dependéncia entre as
varidveis por um pardmetro de associacdo considerando que os tempos de falha assumem
distribuicdes de probabilidade marginais independentes, ou seja, cOpulas estabelecem um meio de
relacionar func¢des de distribuicio multivariadas com suas funcdes de distribuicdo marginais

(NUREZ, 2005).
Seassumirmos que F; (X ;)~U(0,1),a distribui¢do conjunta C , das distribui¢des marginais
F,X,)F,X,;),..F p (Xp ) € chamada de c6pula do vetor aleatério (X, X, ,.,X » ), indexada por um

parametro de dependéncia a. Dessa maneira, se considerarmos U ; = F (X ;).
F(x;,X,,....,x,)=P[U, <F (X,),U, = F,(X,),... U, <F (X )]
=C, [ FiX,),F,(X,),..F, (X))
que é uma distribui¢do multivariada, definida no cubo [ 0,1]” com marginais uniformemente

distribuidas.

Dentre a variedade de familia de cépulas podem ser destacadas as classes de copulas de
Marshall-Olkin, elipticas e Arquimedianas (EMBRECHTS et al., 2003). A classe de cépulas
Arquimedianas (enfoque deste trabalho) estd relacionada as distribuicdes de sobrevivéncia
bivariadas.

Suponha y:[0,0]+ [0,1], uma funcdo convexa estritamente decrescente com y(0) = 1,
y'<0 ey ">0. A copula Arquimediana € expressa por:



C, (0, =y(y ™ () +y ™ (u,)).

Para todo (u,,u,) € [0,1] ? sendo a definido como pardmetro de associagdo. Dentre a
ampla classe citaremos trés familias (Frank, Clayton e Estdvel-Positiva) que possuem um gerador
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especifico ¥~ com um unico pardmetro de associacdo a.

A partir de duas distribuicdes marginais Weibull, estabelecemos uma distribui¢do de
sobrevivéncia bivariada utilizando a familia Estavel-Positiva. A cépula Estavel-Positiva (Gumbel-
Hougaard) é gerada por:

\4/_1 (u) = [- In(u)]*, com pardmetro a > 1.

Realizando as transformagdes necessarias encontramos:
i
v (u) = exp{-u®},
entdo, por substituicdo na Cépula Arquimediana, a fung¢do pode ser escrita como:
1
Cp (uyuy50) =exp{-[(-In(u; ) +(-In(u, ) “1%}.
Podemos agora encontrar a funcao de sobrevivéncia conjunta dada por:

S(tl,tz;el, ez;a):C(Sl(tla 91), Sz(tz ,92);(1)’

com 6 ;, j = 1,2 sendo parametros das distribui¢des marginais e o 0 parmetro de associa¢do entre as

variaveis aleatorias.

Para a estimagdo dos pardmetros, o método de maxima verossimilhanga € amplamente utilizado.
A fungdo de verossimilhanga com o vetor de parametros 0 = (0, 0, ;a) € dada por:

L(b/y) = Hf(tmtiz;gl’gz)’

i=1
de forma que:
aZ
(t,,t,;6,,60,) = —— S (t,.1,;0,,0,).
f 1272 1 2 atlatz 1°%2 1 2

A distribui¢do de sobrevivéncia conjunta obtida empregando-se a familia Estdvel-Positiva,
e considerando duas marginais com distribui¢des Weibull pode ser expressa por:

1

S (t,.t,) =exp{-[ A t)P +,t,)% o).

A partir desta, a funcio densidade de probabilidade pode ser obtida. Esta é dada por:

f(tptz):
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Assim a funcdo de verossimilhanga é expressa por:
LOly) =[] f(.12:6,.6,).
i=1

O ponto de maximo da fungdo de verossimilhanca (em relacdo aos pardmetros) para esta fungdo
serd a mesma se aplicamos logaritmos. Entao:

L(0/y) = Hf(til’tiz;el,ez) = log Hf(til’tiz;el,ez) = zlogf(til’tiyz;el,gz)'
i=1 i=1 i=1

Como ilustragdo, este modelo foi aplicado a um conjunto de dados bivariados
independentes, para dados gerados, considerando duas varidveis aleatérias marginais com
distribuicio Weibull. O mesmo modelo foi aplicado em um conjunto de dados bivariado
dependente, tendo distribui¢do exponencial de Block-Basu, gerados através do método da rejeicao.
Em ambos, os pardmetros foram gerados com um vicio pequeno na situagdo em que as amostras sao
independentes, ou seja, quando o parametro que mede a dependéncia estd bem préximo do valor 1
(situacdo de independéncia). Na situacdo em que existe dependéncia entre as duas varidveis
aleatdrias, observa-se elas afetam os pardmetros de forma e escala das distribui¢des marginais, o
que € natural, considerando que este parametro de associacdo se encontra como o expoente da
funcdo. Estes resultados demonstram que o modelo encontrado poderd ser utilizado em diversos
aspectos, podendo inclusive ser utilizado para estimar o grau de dependéncia entre as varidveis
aleatdrias em estudo.
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